ЛАБОРАТОРНАЯ   РАБОТА 11 

СПЕКТР   ОПЕРАТОРА

1. О С Н О В Н Ы Е   П О Н Я Т И Я   И   Т Е О Р Е М Ы 

Пусть 

— ограниченный линейный оператор в банаховом пространстве 

 над полем. C.
Определение 1. Точка ((C называется регулярной точкой оператора 

, если оператор 

 существует и является ограниченным оператором на 

, т.е. оператор

— обратим . Множество всех регулярных точек обозначается через 

 и называется резольвентным множеством оператора 

.

Определение 2. Комплексное число (, не являющееся регулярным, называется спектральным. Множество спектральных точек 

 EMBED Equation.2  


оператора 

 называется спектром оператора 

, т.е. [image: image1.png]




=C

.

Определение 3.  Операторнозначная функция 

 называется резольвентой оператора 

.
Теорема 1. Резольвентное множество 

 оператора 

 открыто в C , а резольвента  

является аналитической функцией в 

.
Отметим следующие важные свойства спектра [image: image2.png]




 оператора 

 :

1.  [image: image3.png]






 EMBED Equation.2  
;

2.  [image: image4.png]




 есть компактное подмножество C;

3.  [image: image5.png]
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Из теоремы Банаха об обратном операторе следует , что если 

[image: image6.png]




, то возможны две ситуации :

I. Оператор 

не является инъекцией. Тогда существует 

, 

 такое, что 

.
Определение 4. Комплексное число ( при котором уравнение 

 имеет ненулевое решение называется собственным значением оператора 

, а множество [image: image7.png]


g

всех собственных значений оператора 

 — дискретным спектром оператора 

. Ненулевые решения уравнения 

 называются собственными векторами оператора 

, отвечающими собственному значению ( оператора 

.
II. Оператор 

— инъективен, но не является сюръекцией.

Определение 5. Множество всех таких 

[image: image8.png]




, при которых оператор 

 является инъекцией, но не является сюрьекцией, называется непрерывным спектром оператора 

. Обозначим его через [image: image9.png]


H

.

Ясно , что [image: image10.png]




=[image: image11.png]


g
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[image: image12.png]


H

. Понятие спектра оператора обобщает хорошо известное из алгебры понятие множества собственных чисел матрицы.
Литература :  [1] с.238-242 ;  [2] с. 219-222 ; [5] с. 218-222.
2. З А Д А Ч И  

1.  Найти дискретный и непрерывный спектр оператора 

, где 
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Решение задачи 1.16. Найдем дискретный спектр оператора 

. Он состоит из всех таких комплексных чисел (, для которых существует ненулевое решение уравнения:


.                                (1)
Рассмотрим случай, когда (=0. Тогда уравнение (1) перепишется в виде 

 и ненулевым его решением будет, например, функция 

 ( ибо 

). Итак (=0 - точка дискретного спектра . Пусть 

, тогда (1) перепишем в виде 


.                                         (2)
Отсюда видно, что если ненулевое решение уравнения (1) есть, то его можно записать в форме

. Для нахождения 

, положим в (2) 

:


 .
Теперь, если 

, то 

 и 

, т.е. (1) имеет только нулевое решение. Если же (= –1, то ненулевым решением (1) будет, например, 

. Поэтому [image: image13.png]


g(

)=

.

Найдем [image: image14.png]


H(

) . Он состоит из тех ((C\[image: image15.png]


g(

), для которых при некотором 

C[0,1] уравнение 

 не имеет решения в C[0,1]. Последнее для данного оператора запишется в виде 


.                                    (3)
Поскольку 

, его можно переписать в виде 

.

Положим 

 и 

. Тогда 




и при любом 

C[0,1] уравнение (3) имеет решение


 

из C[0,1]. Поэтому [image: image16.png]


H(

)

. 
2.  Найти дискретный и непрерывный спектр оператора 
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Решение задачи 2.16. Из лабораторной работы 9 (см. решенную там задачу) следует, что 

, т.е. 

 — ограниченный оператор. Найдем [image: image17.png]


g(

). Уравнение 

 примет вид 

. Оно эквивалентно бесконечной системе уравнений 

.
Эта система имеет ненулевое решение 

только в том случае, когда 

 при некотором 

N. Поэтому [image: image18.png]


g(

)

.

Найдем [image: image19.png]


H(

). Поскольку из свойства 2 следует, что спектр [image: image20.png]




 является замкнутым множеством, то все предельные точки последовательности 

, не совпадающие с точками самой этой последовательности , принадлежит [image: image21.png]


H(

).

Покажем , что других точек в [image: image22.png]


H(

) нет. Действительно, если 

 не является предельной точкой последовательности 

 и не совпадает ни с одной точкой самой этой последовательности, то 

 и последовательность 

 

 — ограничена. Но 
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и, следовательно, оператор 

также является оператором диагонального вида, причем 

, т.е. он ограничен. Поэтому 

. 

3.  Найти спектр и резольвенту интегрального оператора 

 

 в пространствах L2[a,b] и C[a,b].
	
	


	

 
	


	
	

 
	


	



	3.1
	0
	1
	


	3.2
	0
	1
	



	3.3
	–1
	1
	


	3.4
	0
	2
	



	3.5
	–1
	2
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	0
	1
	



	3.7
	0
	


	


	3.8
	0
	


	



	3.9
	0
	1
	


	3.10
	0
	1
	



	3.11
	–1
	1
	


	3.12
	0
	


	



	3.13
	0
	1
	


	3.14
	–1
	1
	



	3.15
	0
	1
	


	3.16
	0
	1
	




Решение задачи 3.16. Найдем дискретный спектр оператора 

 в C[0,1], т.е. те ((C, для которых уравнение 


                                               (4)


имеет ненулевое решение 

C[0,1]. Пусть 

, тогда (4) примет вид 

 и ненулевым решением (4) при 

 будет, например, функция 

. Пусть 

. Тогда уравнение (4) можно переписать в виде



.                                                  (5)

Следовательно, если решение уравнения (4) есть, то оно имеет вид 

. Константу 

 находим, подставляя такое 

 в (5) :



.

Если 

, то 

 и 

, т.е. уравнение (4) имеет только нулевое решение, а следовательно, такие 

 не принадлежат [image: image23.png]


g(

). Если 

, то ненулевым решением уравнения (4) будет, например, 

, поэтому дискретный спектр 

 в C[0,1] равен [image: image24.png]


g(

)=

. Поскольку функции 

 и 

, то анализ приведенных выше рассуждений позволяет заменить C[0,1]на 

, и поэтому таким же будет дискретный спектр 

 в 

.

Найдем [image: image25.png]


H(

) в C[0,1]. Для этого при ((C

и 

 C[0,1] рассмотрим уравнение 



                                          (6)

Покажем, что оно имеет решение в C[0,1] для любой функции y(t) из C[0,1]. Действительно, переписав (6) следующим образом 


,                                     (7)

видим, что если решение для (6) есть, то оно имеет вид 

. Константу 

 находим, подставляя 

 в (7) : 





 .
Итак уравнение (6) при ((C

 и любом 

C[0,1] имеет решение 


,                                   (8)


которое также принадлежит C[0,1]. Поэтому [image: image26.png]


H(

)=

. Очевидно, что если бы 
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, то решение (8) также бы находилось в 

. Поэтому и в 

 непрерывный спектр оператора 

 равен [image: image27.png]


H(

)=

.

Осталось найти резольвенту 

. Поскольку формула (8) дает решение уравнения (6), то тем самым мы нашли оператор 
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, если 

:
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4.  Если следующие множества 

C могут быть спектром некоторого линейного ограниченного оператора, то привести пример такого оператора 

, для которого [image: image28.png]
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Решение задачи 4.16. Приведем три различных решения этой задачи :

I. Рассмотрим оператор 
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, определенный равенством 

.
Так как уравнение 

 в данном случае имеет вид 


 

,                                 (9)

а последнее равносильно бесконечной системе уравнений 

 

 то ненулевым решением (9) может быть только последовательность вида 

, если 

. Но 


.
Последний ряд сходится только при 

. Итак, только при 

 уравнение (9) имеет ненулевое решение из 

. Поэтому [image: image29.png]


g(

)=

.

Поскольку 

 (доказать!), то в силу свойства 3 спектра имеем [image: image30.png]
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. С другой стороны, спектр оператора (свойство 2) — замкнутое множество. Поэтому [image: image31.png]


H(

)

 и [image: image32.png]
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II. Рассмотрим оператор нормального вида в 

: 

,

.

Из решения задачи 2.16 следует, что [image: image33.png]


g(

) = 

. Поскольку множество D

 является счетным и всюду плотным в замкнутои множестве M=

, то выбирая в качестве последовательности 

 все элементы множества D, будем иметь [image: image34.png]


g(

)=

, а [image: image35.png]


H(

)

. Итак, [image: image36.png]




=

.

III. Пусть C(M) — множество всех непрерывных комплексных функций на заданном множестве M, наделенное равномерной нормой. Положим 

 в C(M). Тогда [image: image37.png]




=M (смотри задачу 39). 
Варианты  задания 

	Вариант 1
	1.15
	2.10
	3.5
	4.1

	Вариант 2
	1.14
	2.9
	3.6
	4.2

	Вариант 3
	1.13
	2.8
	3.7
	4.3

	Вариант 4 
	1.12
	2.7
	3.8
	4.4

	Вариант 5
	1.11
	2.6
	3.9
	4.5

	Вариант 6
	1.10
	2.5
	3.10
	4.6

	Вариант 7
	1.9
	2.4
	3.11
	4.7

	Вариант 8
	1.8
	2.3
	3.12
	4.8

	Вариант 9
	1.7
	2.2
	3.13
	4.9

	Вариант 10
	1.6
	2.1
	3.14
	4.10

	Вариант 11
	1.5
	2.11
	3.15
	4.11

	Вариант 12
	1.4
	2.12
	3.4
	4.12

	Вариант 13
	1.3
	2.13
	3.3
	4.13

	Вариант 14
	1.2
	2.14
	3.2
	4.14

	Вариант 15
	1.1
	2.15
	3.1
	4.15

	Вариант 16
	1.5
	2.15
	3.5
	4.10

	Вариант 17
	1.6
	2.14
	3.6
	4.9

	Вариант 18
	1.7
	2.13
	3.7
	4.8

	Вариант 19
	1.8
	2.12
	3.8
	4.7

	Вариант 20
	1.9
	2.11
	3.9
	4.6

	Вариант 21
	1.10
	2.10
	3.10
	4.5

	Вариант 22
	1.11
	2.9
	3.11
	4.4

	Вариант 23
	1.12
	2.8
	3.12
	4.3

	Вариант 24
	1.13
	2.7
	3.13
	4.2

	Вариант 25
	1.14
	2.6
	3.14
	4.1

	Вариант 26
	1.15
	2.5
	3.15
	4.11

	Вариант 27
	1.4
	2.4
	3.1
	4.12

	Вариант 28
	1.3
	2.3
	3.2
	4.13

	Вариант 29
	1.2
	2.2
	3.3
	4.14

	Вариант 30
	1.1
	2.1
	3.4
	4.15


3. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е    З А Д А Ч И   И   У П Р А Ж Н Е Н И Я 

38.  Пусть 

 — конечномерное нормированное пространство над C. Доказать, что непрерывный спектр линейного оператора 

 пуст.

39.  Пусть 

- компактное топологическое пространство и 

 — банахово пространство комплексных непрерывных функций на 

 с нормой 

. Найти спектр оператора 

 действующего в 

 по формуле 

, где 
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.

40.  Может ли дискретный спектр быть не замкнутым множеством ?

41.  Показать , что любое компактное множество комплексной плоскости C может быть спектром некоторого оператора.

42.  Показать, что если 

— собственное значение оператора 

 такое, что 

 , то сопряженное к нему число 

 является собственным значением сопряженного оператора 

*.

43.  Доказать что :

а) если 

 — собственное значение оператора 

, то 

 — собственное значение оператора 

;

б) если 

 — собственное значение оператора 

, то 

 или 

 является собственным значением оператора 

 

44.  Пусть оператор 
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 обратим. Доказать, что [image: image38.png]




=

[image: image39.png]




.

45.  Пусть 



. Доказать что ненулевые элементы [image: image40.png]




 и [image: image41.png]




 совпадают .

46.  Пусть 

 — ограниченный линейный оператор, действующий в комплексном банаховом пространстве 

, 

С и существует такая последовательность 
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, что 

 и 

 при 

. Доказать, что 

[image: image42.png]




. 




PAGE  
56

_885014888.unknown

_969513262.unknown

_969519826.unknown

_969521724.unknown

_969521733.unknown

_969521738.unknown

_969521740.unknown

_969521977.unknown

_969521984.unknown

_969521741.unknown

_969521739.unknown

_969521736.unknown

_969521737.unknown

_969521734.unknown

_969521728.unknown

_969521730.unknown

_969521732.unknown

_969521729.unknown

_969521726.unknown

_969521727.unknown

_969521725.unknown

_969521714.unknown

_969521718.unknown

_969521722.unknown

_969521723.unknown

_969521720.unknown

_969521716.unknown

_969521717.unknown

_969521715.unknown

_969521704.unknown

_969521709.unknown

_969521711.unknown

_969521712.unknown

_969521710.unknown

_969521706.unknown

_969521708.unknown

_969521705.unknown

_969520857.unknown

_969521702.unknown

_969521703.unknown

_969521699.unknown

_969521701.unknown

_969520922.unknown

_969521697.unknown

_969520432.unknown

_969520437.unknown

_969520415.unknown

_969516791.unknown

_969517687.unknown

_969517691.unknown

_969517693.unknown

_969517694.unknown

_969517692.unknown

_969517689.unknown

_969517690.unknown

_969517688.unknown

_969517678.unknown

_969517682.unknown

_969517684.unknown

_969517685.unknown

_969517683.unknown

_969517680.unknown

_969517681.unknown

_969517679.unknown

_969517674.unknown

_969517676.unknown

_969517677.unknown

_969517675.unknown

_969517672.unknown

_969517673.unknown

_969517670.unknown

_969517671.unknown

_969517669.unknown

_969515235.unknown

_969515263.unknown

_969515281.unknown

_969515513.unknown

_969515274.unknown

_969515249.unknown

_969515256.unknown

_969515243.unknown

_969515205.unknown

_969515217.unknown

_969515223.unknown

_969515230.unknown

_969515211.unknown

_969515192.unknown

_969515198.unknown

_969515184.unknown

_885032281.unknown

_969340354.unknown

_969340373.unknown

_969340384.unknown

_969340389.unknown

_969340392.unknown

_969340394.unknown

_969340391.unknown

_969340387.unknown

_969340388.unknown

_969340386.unknown

_969340378.unknown

_969340382.unknown

_969340383.unknown

_969340381.unknown

_969340376.unknown

_969340377.unknown

_969340375.unknown

_969340364.unknown

_969340369.unknown

_969340371.unknown

_969340372.unknown

_969340370.unknown

_969340367.unknown

_969340368.unknown

_969340366.unknown

_969340359.unknown

_969340361.unknown

_969340362.unknown

_969340360.unknown

_969340357.unknown

_969340358.unknown

_969340356.unknown

_885033436.unknown

_885034335.unknown

_969340350.unknown

_969340352.unknown

_969340353.unknown

_969340351.unknown

_969340344.unknown

_969340346.unknown

_969340348.unknown

_969340345.unknown

_885034424.unknown

_969340341.unknown

_969340343.unknown

_969340337.unknown

_969340340.unknown

_885034444.unknown

_885034383.unknown

_885034108.unknown

_885034230.unknown

_885034264.unknown

_885034144.unknown

_885033709.unknown

_885033783.unknown

_885033803.unknown

_885033858.unknown

_885033766.unknown

_885033534.unknown

_885033649.unknown

_885033498.unknown

_885032624.unknown

_885033085.unknown

_885033260.unknown

_885033427.unknown

_885033101.unknown

_885032687.unknown

_885032972.unknown

_885032679.unknown

_885032437.unknown

_885032483.unknown

_885032583.unknown

_885032443.unknown

_885032338.unknown

_885032428.unknown

_885032290.unknown

_885029610.unknown

_885030788.unknown

_885031430.unknown

_885031847.unknown

_885032083.unknown

_885032116.unknown

_885032021.unknown

_885031574.unknown

_885031599.unknown

_885031485.unknown

_885030960.unknown

_885031091.unknown

_885031292.unknown

_885031053.unknown

_885030878.unknown

_885030899.unknown

_885030867.unknown

_885030160.unknown

_885030677.unknown

_885030713.unknown

_885030765.unknown

_885030705.unknown

_885030204.unknown

_885030279.unknown

_885030187.unknown

_885029829.unknown

_885030054.unknown

_885030068.unknown

_885030028.unknown

_885029762.unknown

_885029794.unknown

_885029723.unknown

_885016041.unknown

_885029183.unknown

_885029432.unknown

_885029540.unknown

_885029585.unknown

_885029513.unknown

_885029360.unknown

_885029396.unknown

_885029263.unknown

_885020553.unknown

_885020823.unknown

_885020831.unknown

_885020688.unknown

_885019911.unknown

_885019985.unknown

_885016109.unknown

_885015560.unknown

_885015850.unknown

_885015931.unknown

_885015969.unknown

_885015875.unknown

_885015683.unknown

_885015802.unknown

_885015610.unknown

_885015376.unknown

_885015466.unknown

_885015472.unknown

_885015429.unknown

_885015089.unknown

_885015266.unknown

_885014919.unknown

_885006242.unknown

_885009366.unknown

_885013461.unknown

_885014201.unknown

_885014423.unknown

_885014823.unknown

_885014869.unknown

_885014730.unknown

_885014280.unknown

_885014339.unknown

_885014235.unknown

_885013936.unknown

_885014023.unknown

_885014100.unknown

_885013969.unknown

_885013624.unknown

_885013745.unknown

_885013827.unknown

_885013876.unknown

_885013801.unknown

_885013711.unknown

_885013523.unknown

_885011461.unknown

_885011559.unknown

_885011680.unknown

_885011856.unknown

_885011869.unknown

_885013449.unknown

_885011876.unknown

_885011862.unknown

_885011690.unknown

_885011830.unknown

_885011685.unknown

_885011583.unknown

_885011599.unknown

_885011613.unknown

_885011622.unknown

_885011606.unknown

_885011593.unknown

_885011574.unknown

_885011483.unknown

_885011498.unknown

_885011475.unknown

_885010983.unknown

_885011172.unknown

_885011263.unknown

_885011161.unknown

_885009418.unknown

_885009743.unknown

_885009383.unknown

_885007425.unknown

_885007899.unknown

_885009039.unknown

_885009247.unknown

_885009291.unknown

_885009179.unknown

_885008105.unknown

_885008150.unknown

_885007977.unknown

_885007627.unknown

_885007794.unknown

_885007877.unknown

_885007645.unknown

_885007491.unknown

_885007607.unknown

_885007452.unknown

_885006429.unknown

_885006882.unknown

_885007147.unknown

_885007375.unknown

_885007085.unknown

_885006728.unknown

_885006839.unknown

_885006549.unknown

_885006309.unknown

_885006336.unknown

_885006338.unknown

_885006311.unknown

_885006289.unknown

_885006292.unknown

_885006245.unknown

_884638857.unknown

_885005640.unknown

_885006114.unknown

_885006158.unknown

_885006183.unknown

_885006188.unknown

_885006162.unknown

_885006141.unknown

_885006144.unknown

_885006119.unknown

_885005846.unknown

_885005906.unknown

_885006012.unknown

_885006057.unknown

_885006077.unknown

_885006081.unknown

_885006054.unknown

_885005978.unknown

_885006009.unknown

_885005973.unknown

_885005882.unknown

_885005902.unknown

_885005877.unknown

_885005817.unknown

_885005825.unknown

_885005655.unknown

_884640776.unknown

_885005440.unknown

_885005442.unknown

_885005444.unknown

_885005441.unknown

_884641271.unknown

_884641539.unknown

_884642204.unknown

_885005439.unknown

_884642132.unknown

_884641297.unknown

_884640819.unknown

_884640544.unknown

_884640639.unknown

_884640711.unknown

_884640589.unknown

_884640412.unknown

_884640488.unknown

_884640317.unknown

_884637757.unknown

_884638196.unknown

_884638491.unknown

_884638766.unknown

_884638803.unknown

_884638693.unknown

_884638260.unknown

_884638473.unknown

_884638254.unknown

_884638002.unknown

_884638080.unknown

_884638091.unknown

_884638014.unknown

_884637849.unknown

_884637932.unknown

_884637778.unknown

_884634673.unknown

_884636743.unknown

_884637508.unknown

_884637687.unknown

_884636755.unknown

_884636687.unknown

_884636723.unknown

_884636626.unknown

_884634236.unknown

_884634448.unknown

_884634584.unknown

_884634378.unknown

_884633992.unknown

_884634170.unknown

_884633873.unknown

